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Resumen

Se proponen varios m�etodos basados en la teor�
a
de conceptos L�Fuzzy para el estudio de contextos que
recogen la opini�on de varios expertos sobre la relaci�on
existente entre dos conjuntos� a los que llamaremos
de objetos y de atributos� partiendo de la premisa
de que la opini�on de cada experto tiene un peso o
credibilidad distinto�

Palabras clave� Conceptos L�Fuzzy� Conceptos L�
Fuzzy k�valuados ponderados� M�etodos de an�alisis de
datos� Procesamiento de la Informaci�on�

� INTRODUCCION

En ��� de
nimos contextos M�L��Fuzzy k�
valuados como sistemas relacionales �Mk�L�� X� Y�
�

R� donde X e Y eran los conjuntos de objetos

y atributos� L la cadena f�� ���� ��� � � � � �g y
�

R �
X � Y �� Mk�L�� siendo Mk�L� el conjunto de
multiconjuntos de L con cardinalidad k�

Estos contextos representaban la opini�on de k
expertos sobre la relaci�on existente entre los objetos
X y los atributos Y � En aquella ocasi�on� d�abamos
la misma credibilidad a todos los expertos� de ah�

que la imagen de nuestros conjuntos y relaciones
M�L��Fuzzy k�valuados fuesen multiconjuntos de
cardinalidad k� no teniendo importancia el orden de
las observaciones�

Una vez de
nido el contexto en el que se
iba a trabajar� se daban las de
niciones de
operadores derivaci�on que permit�
an construir el
ret�
culo de los conceptos M�L��Fuzzy k�valuados a
partir de los cuales se extra�
a la informaci�on del
contexto correspondiente manteniendo la diferencia
de opiniones mostrada por los expertos�

La situaci�on que planteamos en este trabajo
cambia en cuanto que asociamos a los k expertos unos
pesos P � �p�� p�� � � � pk� que representan su grado de
credibilidad� as�
 pl representa el grado de credibilidad
del experto l��esimo�

Este problema no podr�
a resolverse mediante
el planteamiento propuesto en ��� ya que� en
aquel caso� se trabajaba con multiconjuntos cuyas

observaciones aparec�
an ordenadas� Si utiliz�asemos
ahora multiconjuntos� tendr�
amos di
cultades para
saber a qu�e experto corresponde cada observaci�on y
cu�al es por tanto su peso� En realidad� estar�
amos
mezclando opiniones de distintos expertos sin tener
en cuenta sus pesos�

En el siguiente apartado plantearemos de forma
expl�
cita cu�ales son las claves del problema a
modelizar�

� CONTEXTOS L�FUZZY K�VALUA�

DOS PONDERADOS

Sea L una cadena completa en ����� y X �
fx�� x� � � � xng e Y � fy�� y� � � � ymg conjuntos no
vac�
os a los que llamaremos conjuntos de objetos y de
atributos respectivamente� Supongamos tambi�en que
k expertos opinan sobre la relaci�on existente entre
cada uno de los objetos de X y cada uno de los

atributos de Y � siendo
v

R � X � Y �� L � k� � � �
L la tabla que recoge dichas opiniones y tomando
P � �p�� p�� � � � pk� como pesos de los expertos� con
pl � L��l � � � � � k� tales que

P
pl � �� As�
� por

ejemplo�
v

R�xi� yj� � Lk representar�a la opini�on de
los expertos sobre la relaci�on existente entre el objeto

xi y el atributo yj y
v

Rl�xi� yj�� la opini�on del experto
l��esimo sobre la relaci�on existente entre dicho objeto
y dicho atributo siendo su grado de credibilidad pl�

Habitualmente� la cadena L con la que trabajare�
mos en nuestros ejemplos ser�a L � f�� ���� � � � � �g�

��� De�nici�on Llamaremos a
v

R relaci�on L�Fuzzy

k�valuada ponderada y a la tupla �Lk� X� Y� P�
v

R�
contexto L�Fuzzy k�valuado ponderado��

La imagen de la aplicaci�on
v

R� tal y como ha sido
de
nida� es un elemento de Lk� que es un ret�
culo
completo con el orden usual�
���� �� � � � �k� � ���� �� � � � �k��� �l � �l� �l � � � � � k

A continuaci�on presentamos tres posibles formas
de analizar y extraer informaci�on de este tipo de
contextos� La primera consiste en obtener� mediante

agregaciones� un contexto L�Fuzzy �L�X� Y�
v

Ragre� y
aplicar las t�ecnicas descritas en ����� para obtener los
conceptos correspondientes�



La segunda forma de abordar el problema ser�a in�

terpretar el contexto �Lk� X� Y� P�
v

R� como k contex�
tos L�Fuzzy independientes� obtener sus conceptos L�
Fuzzy y a partir de ellos aplicar el peso correspon�
diente a cada uno de los expertos� Finalmente� in�
dicamos c�omo se pueden adaptar las de
niciones de
los operadores derivaci�on a este nuevo supuesto� in�
cluyendo en las mismas los pesos que corresponden a
los distintos expertos�

� AGREGACION DE RELACIONES

EN CONTEXTOS L�FUZZY K�VALU�

ADOS PONDERADOS

Dado un contexto L�Fuzzy k�valuado ponderado

�Lk� X� Y� P�
v

R�� con L cadena completa en ������
X e Y conjuntos de objetos y atributos� P �

�p�� p� � � � � pk� pesos de los expertos y
v

R � X � Y ��
Lk� podemos considerar la familia de contextos L�

Fuzzy �L�X� Y�
v

Rl�� donde
v

Rl es la proyecci�on l��esima

de
v

R �l � � � � � k��
Una forma de consensuar la opini�on de estos k

expertos� teniendo en cuenta su grado de credibilidad
o peso� consistir�a en agregar las relaciones L�Fuzzy
v

Rl� eliminando as�
 la subjetividad de los expertos� y
obteniendo valores m�as democr�aticos y realistas�

En el marco en el que estamos trabajando
proponemos que la agregaci�on a utilizar veri
que las
propiedades� Simetr�
a� unanimidad� monoton�
a y que
los valores resultantes de la agregaci�on se encuentren
entre el m�
nimo y el m�aximo�

En esta linea� tal y como indican algunos autores
que han estudiado agregaciones en entornos aplicados
�Montero y Ramakrishnan�Rao ����� hemos escogido
la media ponderada� cuya trascripci�on al entorno
en el que trabajamos permite obtener una relaci�on
agregada�

v

Ragre�xi� yj� �
X
l

pl
v

Rl�xi� yj� ���

Si los valores resultantes de la agregaci�on no
pertenecen a la cadena L� aproximaremos al valor m�as
cercano en L�

Una vez aplicada la agregaci�on� �L�X� Y�
v

Ragre�
ser�a un contexto L�Fuzzy sobre el que podremos
construir los conceptos L�Fuzzy tal y como se estudi�o
en ������

De entre todos los m�etodos propuestos� �este es el
m�as sencillo de aplicar si lo que se quiere es obtener
una informaci�on resumida y veraz que se derive de la

tabla inicial� sin embargo� tiene el inconveniente de
que se pierde la visi�on particular de cada uno de los
expertos�

��� Ejemplo Supongamos que dos m�edicos opinan
sobre la in�uencia de los factores X � fx�� x�g en la
evoluci�on de dos enfermedades Y � fy�� y�g �

Tabla �

v

R y� y�

x� ��� ��� ��� ���

x� ��� ��� � ���

y que la credibilidad del primero de ellos es mayor
que la del segundo� p� � ���� p� � ����

Esta tabla representar�a un contexto L�Fuzzy k�

valuado ponderado �Lk� X� Y� P�
v

R� con k � � y L �
f�� ���� � � � � �g�

Si agregamos este contexto L�Fuzzy k�valuado
ponderado seg�un ��� �redondeando los valores para
que pertenezcan a la cadena L�� obtendremos la
siguiente tabla�

Tabla �

v

Ragre y� y�

x� ��� ���

x� ��� ���

de forma que al tomar el conjunto L�Fuzzy de factores
�objetos��

v

A � fx���� x���g
obtenemos el concepto L�Fuzzy

�fx������ x�����g� fy������ y�����g�
de donde se desprende que el segundo �x�� es el factor
que m�as in�uye y lo hace sobretodo en la segunda
enfermedad �y���

� AGREGACION DE CONCEPTOS

L�FUZZY

Tomemos ahora para cada experto las relaciones
v

Rl� con l � � � � � k de
nidas en el apartado anterior

y construyamos los contextos L�Fuzzy �L�X� Y�
v

Rl��
Seg�un la teor�
a desarrollada en ������ podemos

construir para cada contexto �L�X� Y�
v

Rl� el ret�
culo

de conceptos L�Fuzzy
v

Ll que se deriva de �el�



Tal y como se detalla en ���� para construir
dichos conceptos utilizaremos los operadores �l y �l
de
nidos para cada uno de los k contextos L�Fuzzy

�L�X� Y�
v

Rl��
Una vez construidos estos ret�
culos de conceptos�

es posible agregar conceptos de distintos ret�
culos
teniendo en cuenta sus pesos� Lo m�as interesante
ser�a agregar conceptos que provengan de un mismo
conjunto L�Fuzzy de partida� En este sentido�

para cada conjunto L�Fuzzy
v

A podemos obtener
los k puntos 
jos que de este conjunto se derivan
sin mas que aplicar cada uno de los operadores
de P� y R� Cousot ������ luis��l� � llis�fl���

siendo luis��l��
v

A� � lim sup�
v

A��l�
v

A�� ��

l �
v

A� � � � � y

llis�fl����
v

A� � lim inf�
v

A�
v

A	�l�
v

A��
v

A	�l�
v

A�	�l�
v

A	

�l�
v

A�� � � � �� Los denotaremos
v

A��
v

A�� � � �
v

Ak�
Para cada uno de �estos puntos 
jos� construire�

mos su concepto L�Fuzzy correspondiente� �
v

A��
v

B���

�
v

A��
v

B��� � � � �
v

Ak�
v

Bk� siguiendo la teor�
a dada en ����

De
namos ahora

� �LX �� LX � LY

v

A �� �
v

M�
v

N�

donde
v

M�x� �
P
l

pl
v

Al�x�� y
v

N�y� �
P
l

pl
v

Bl�y��

asociando a cada conjunto L�Fuzzy la agregaci�on
ponderada de los conceptos que se obtienen a partir
de �el�

Siguiendo este proceso� m�as laborioso que el del
apartado anterior� se mantienen hasta el 
nal las
apreciaciones de los distintos expertos� sin embargo�
no tenemos la seguridad de que el resultado 
nal sea
un concepto� �La agregaci�on de conceptos no tiene
por qu�e ser un concepto� de hecho� en el siguiente
ejemplo tendremos que proceder a un redondeo
obteni�endose 
nalmente un concepto L�Fuzzy��

��� Ejemplo Si partimos del mismo contexto L�
Fuzzy k�valuado ponderado que utilizamos en el
apartado anterior� podemos construir las relaciones
siguientes�

Tabla � Tabla �

v

R� y� y�

x� ��� ���

x� ��� �

v

R� y� y�

x� ��� ���

x� ��� ���

de forma que para el mismo conjunto de partida�
v

A � fx���� x���g

obtenemos el concepto L�Fuzzy�
�fx������ x�����g� fy������ y�����g�

mediante el primer contexto y el concepto L�Fuzzy
�fx������ x�����g� fy������ y�����g�

del segundo� de donde se desprende que de la opini�on
del primer experto se deriva una mayor in�uencia del
segundo factor �x��� principalmente en la �ultima de
las enfermedades �y��� mientras que seg�un el segundo�
dicho factor in�uye por igual en ambas enfermedades�

Podemos ahora asociar al conjunto de partida
v

A el resultado de agregar ponderadamente ambos
conceptos �p������p������ tal y como aparece
de
nido en la aplicaci�on � �

�
v

M�
v

N� � �fx������ x�����g� fy������ y�����g�

�Hemos redondeado los resultados para que los grados
de pertenencia sean valores de la cadena L��

� OPERADORES DERIVACION PA�

RA CONTEXTOS L�FUZZY K�VALU�

ADOS PONDERADOS�

Partamos ahora de un contexto L�Fuzzy k�

valuado ponderado �Lk� X� Y� P�
v

R� y tratemos de
de
nir los operadores derivaci�on que se adapten a esta
nueva situaci�on�

Para cada
v

A � �Lk�X y
v

B � �Lk�Y vamos a

de
nir los conjuntos
v

A� � �Lk�Y y
v

B� � �Lk�X de la
siguiente forma�

v

A��y� �
V

x�X

�
v

A��x�
W
�P 	

v

R�x� y��

�

v

B��x� �
V
y�Y

�
v

B��y�
W
�P 	

v

R�x� y��

�

donde los operadores
W
y
V
son el supremo y el�
n
mo

de
nidos en Lk� � el operador complementario usual y

P 	
v

R�x� y� � �p�
v

R��x� y�� p�
v

R��x� y�� � � � � pk
v

Rk�x� y���

��� De�nici�on Llamaremos a los operadores � y �
operadores derivaci�on��

��� Proposici�on Los operadores � y � son ant�
tonos�

v

A �
v

C ��
v

A� 

v

C�� �
v

A�
v

C � �Lk�X

v

B �
v

D ��
v

B� 

v

D�� �
v

B�
v

D � �Lk�Y ��



Podemos ahora de
nir los operadores � y �

combinando los operadores anteriores� ��
v

A� �
v

A��

and ��
v

B� �
v

B���
��� Proposici�on Los operadores � y � preservan el
orden��

Como Lk es un ret�
culo completo� podemos
probar� al igual que hicimos en ��� los siguientes
resultados�

Sea � � �Lk�X � �Lk�X t�q� ��
v

A� �
v

A�� y

fix��� � f
v

A � �Lk�X �
v

A � ��
v

A�g� el conjunto de
puntos 
jos de ��

Utilizando el teorema de puntos 
jos de
Tarski������ como �Lk�X y �Lk�Y son ret�
culos
completos y � y � preservan el orden� podemos
concluir que � � �fix������ y 
 � �fix����
� son
ret�
culos completos� donde � es la relaci�on de orden
en Lk y 
 su opuesta�

��� De�nici�on Si
v

M � fix��� � entonces

llamaremos al par �
v

M�
v

M��� concepto L�Fuzzy k�

valuado ponderado del contexto �Lk� X� Y� P�
v

R���

Es sencillo probar que los conjuntos
v

L� �

f�
v

M�
v

M�� �
v

M � fix���g y
v

L� � f�
v

N��
v

N� �
v

N �

fix���g son iguales� por tanto� utilizaremos
v

L para
denotar a estos conjuntos� Adem�as� el orden en el
conjunto de los conceptos ser�a el siguiente�

��
v

A�
v

B�� �
v

C�
v

D� �
v

L

�
v

A�
v

B� � �
v

C�
v

D���
v

A �
v

C � o equiv�
v

B 

v

D�

��� Teorema El conjunto
v

L�Lk� X� Y� P�
v

R� con la
relaci�on de orden � es un ret�
culo completo� Lo
llamaremos ret�
culo de conceptos L�Fuzzy k�valuado
ponderado��

La teor�
a de P� y R� Cousot ����� nos permite
tambi�en obtener los conceptos que se derivan de un
determinado conjunto de partida� En este sentido�

para cada
v

A � �Lk�X � podemos aplicar el operador
luis��� � llis�f�� de
nido en el apartado anterior y

obtener de esta manera el punto 
jo
v

A� que de �el se
deriva� A continuaci�on� construiremos el concepto L�

Fuzzy k�valuado ponderado correspondiente �
v

A��
v

A�

�
��

�Este es el �unico m�etodo que permite obtener
conceptos L�Fuzzy ponderados pero no agregados�
de forma que siempre se mantiene la informaci�on de
todos los expertos� El inconveniente que tiene es que
al aplicar los pesos se deforman los datos iniciales
�disminuyen proporcionalmente al peso��

��	 Ejemplo En este caso podemos partir del
conjunto L�Fuzzy k�valuado

v

A � fx����� ��� x����� ��g
obteni�endose el concepto�

�fx������� ����� x������� ����g�
fy������� ����� y������� ����g�

Aqu�
 vemos que teniendo en cuenta ambos
expertos y sus pesos� �estos di�eren b�asicamente en su
apreciaci�on sobre el primer factor �x�� y la segunda
enfermedad �y���

� CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado tres posibles
formas de analizar los contextos L�Fuzzy provenientes
de los opiniones ponderadas de varios expertos� La
elecci�on de cada uno de estos m�etodos depender�a de
la situaci�on concreta que queramos estudiar�

En este sentido� si lo que interesa es obtener
una informaci�on resumida que tenga en cuenta
los distintos pesos de los expertos� aconsejaremos
agregar ponderadamente primero� y construir los
conceptos despu�es �apartado ��� Si� por el contrario�
interesa mantener la informaci�on de cada uno de
los expertos de forma independiente hasta el 
nal
utilizaremos el m�etodo descrito en el apartado
�� �Considerar contextos L�Fuzzy independientes y
agregar y ponderar los conceptos que se obtienen
al 
nal�� Finalmente� cuando �unicamente interese
ponderar pero no agregar� trabajaremos con los
conceptos L�Fuzzy ponderados �apartado ���
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